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BAB 5

PENUTUP
Medan gravitasi muncul sebagai fenomena geometri belaka, yaitu sebagai
manifestasi kelengkungan manifold Pseudo-Riemann. Yang menarik pula,
persamaan medannya (yang dikenal sebagai persamaan medan Einstein) muncul

sebagai konsekuensi relasi geometris belaka. Simetri metrik tensor g,,

memainkan peranan ganda: pada satu sisi ia menentukan geometri empat dimensi
dari ruangwaktu, dan disisi lain ia mengganti skalar tunggal potensial gravitasi
Newtonian menggunakan medan tensor yang dalam relativitas umum Einstein

memainkan peranan dalam medan gravitasi. Memberikan  tensor energi-

momentum T““untuk materi, g,, ditentukan sebagai solusi untuk persamaan

medan gravitasi Einstein
G”V—Ag#”=§§5T”V
c

Didalam kehadiran untuk materi yang memutar, T tidak perlu memenuhi
kondisi energi positif dan juga T . Sehingga teori singularitas klasik oleh Penrose
dan Hawking dapat ditanggulangi. Dalam teori Einstein-Cartan, ada solusi
kosmologi sederhana tanpa singularitas (Trautman, 2006).

Solusi dari simetrik bundar dari metrik persamaan medan Einstein-Cartan-
Dirac meyatakan bahwa fenomena kuantum juga merupakan manifestasi

geometris. Yang mana jika mengabaikan spinor Dirac, metrik tersebut akan

tereduksi menjadi metrik AdS,.

Penelitian ini menarik untuk dikembangkan, karena dengan memahami alam ini
menggunakan hukum-hukum fisika dan teorema Ilmuan yang beberapa
diantaranya dapat dibuktikan dengan pendekatan empiris dapat memberikan
kepuasan dalam berpikir tentang eksistensi alam semesta itu sendiri. Berbicara
alamsemesta berarti membicarakan hal yang luas jangkauannya. Pada kesempatan
ini, peneliti hanya meninjau geometri alam semesta. Pengkajian alam semesta

telah dilakukan sejak zaman sebelum masehi hingga sekarang, yang tentunya
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mengalami perubahan dan perkembangan seiring dengan ilmu pengetahuan.
Peneliti berharap dimassa yang mendatang akan muncul peneliti-peneliti lainnya
yang mau mengembangkan kajian geometri alam semesta yang lebih mendekati

kebenaran sesuai dengan teorema dan hukum-hukum alam yang ada.
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LAMPIRAN
1. Ruang Waktu Empat Dimensi

1.1 Skalar, Vektor dan tensor
Misalkan koordinat x* ditrasformasikan dan berubah menjadi x*
XV = x*V(x°, X', XZ,XS)E X" (X) (1.1)
Skalar dapat dinyatakan oleh fungsi ¢(x)yang bergantung posisi x“.
Kuantitas ini setelah mengalami trasformasi koordinat menjadi
¢'(x) = p(x) (1.2)
Ini adalah hukum trasformasi koordinat bagi skalar.

ox'#

1%

ox"

Transformasi bagi koordinat dx* — dx' =

(v=123)

Vektor kontravarian A“ bertransformasi menurut definisi sebagai berikut

ru

A — A (x") = X A“(X) (1.3.9)

1%

Sedangkan vektor kovarian

ox"
ox'#

A, > A (X)=—=A (X (1.3.b)

Tensor rank dua kontravarian A““, kovarian A

., dan campuran A/

didefinisikan oleh sifat transformasi kompenennya seperti berikut

ru )
A s g = KX g
ox* ox”
. ox* ox’
A/“’ - A#V = axr,u axru af (14)
" s
At s A, = KK g
axa aX’U

Tampak bahwa rank menujukan pada jumlah turunan parsial dalam
definisi, nol untuk skalar, satu untuk vektor dan dua untuk tensor rank

kedua.
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Tensor stress-energi. Untuk mendapatkan gambaran arti fisis suatu tensor
rank kedua kita tinjau tensor stress-energi bagi materi dan radiasi. Tensor

stress-energi adalah tensor simetrik, T#”=T", dan di dalam relativitas

khusus memenuhi hukum kekekalan
T#, =0,T*"=0 (1.5)

Ini serupa dengan hukum kekekalan muatan
P iv.5=0 (1.6)
ot

Dengan interpretasi yang sama. Jika kita integralkan persamaan (1.5)
terhadap suatu daerah di dalam ruang dengan syarat batas yang tetap dan

waktu tetap t = x°, kita dapatkan

éj.d3xT°° = —J'daﬂT"ﬁ

ot

5 1.7
-~ 3 a0 _ af

p Id XT* = Ida 51

Teorema Gauss telah menggantikan integral volume dari divergensi

dengan integral permukaan dengan elemen permukaan da,. Komponen

T°° adalah rapat massa (energi) dan massa di daerah integral adalah

M= j d®xT °° . Laju perubahan massa adalah integral dari kerapatan fluks

massa T° melalui permukaan yang membatasi volume. T %’ adalah jumlah
massa yang mengalir melalui luas satuan yang tegak lurus terhadap arah

S dalam satuan waktu. Kerapatan fluks massa adalah momentum per

satuan volume, T dan laju perubahan momentum adalah kerapatan fluks

momentum dalam arah g . Karena gaya adalah laju perubahan momentum,
dan tekanan adalah gaya persatuan luas, tekanan dalam arah z adalah T *?,
dan stress geser dalam arah y pada permukaan dengan luas da dan arah

normal searah sumbu z positip adalah T **da.
Tensor metrik. Di dalam ruangwaktu empat dimensi tensor

metrikdiberikan oleh

9,,=€,°€, (1.8)
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Jelas bahwa di dalam koordinat Cartesian
g,uu = g,uu (19)

Perkalian skalar dua vektor

A-B=g“'A B
9B (1.10)
=9,,A“B"
Dengan demikian
A-B=A"B, =A,B”" (1.12)
Sedangkan dari persamaan (1.8) didapatkan
A“=g, A" (1.12)
Invers dari tensor metrik g, ditulis g“*
9,,9" =9, (1.13)
Tensor metrik bertransformasi menurut
ox* ox”
P 1.14
uv aX,'u aX,U gaﬂ ( )
i j )
Indentitas aiaik = 9, dapat diperluas menjadi
oq’ ox
ru A ru
ox'* ox*  OX _ 5 (1.15)

R S

Selanjutannya, perkalian antara dua vektor kovarian dan kontravarian
A“B! =A’B, (1.16)
Bertransformasi sebagai scalar.

Kerapatan tensor. Determinan tensor metrik g

g =detg,, (1.17)

Kaidah transformasi dapat dipandang sebagai persamaan matriks dan
pengambilan determinannya memberikan

OX

il 1.18
pw g (1.18)

g'=
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yang mana |ax/8x’| adalah Jacobian dari transformasi x — X', yakni

determinan dari matriks ax“/ax"‘. Kuantitas seperti g Yyang
bertransformasi sebagai skalar kecuali terdapat faktor ekstra Jacobian

disebut kerapatan skalar. Bilangan dari faktor |a x/ax’| disebut bobot dari

kerapatan. Dari persamaan (1.18) g adalah kerapatan dengan bobot -2

karena

-1

OX
ox’'

a_x’
OX

(1.19)

-2

Xl g (1.20)

o

!

g:

Masih tentang determinan tensor metrik g, yakni

a9 5 9.5
Qg s 1.21
P gg Py (1.21)

atau

6‘” In g = gaﬂaﬂgaﬂ = _gaﬂéygaﬂ (122)
Turunan Kovarian

Ditinjau transformasi koordinat kecil

X" =X+ &

X! = X" —xt =&

gﬂ\ <<1 (1.23)
Jika ¢ merupakan medan skalar, maka setelah transformasi kecil dari x*
ke x'# = x* +&£* kuantitas skalar ¢'(x") = ¢(x). Artinya,

¢'(X) = ¢(x) = p(x' - &)

1.24
= g(x)-¢* 2. 2

ox'*
suku (&*) diabaikan dan yang lebih tinggi. Karena itu, untuk skalar

didapatkan

op =@'(X) —p(X) ==&~ aa—gf, (1.25)
X
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ox"” 0 (x'“ _50)

ox'# B ox"#
=0, —gxim (1.26)
=0, -0,8"

Karena itu, perubahan kecil vektor kovarian A, sampai orde pertama
(i) OX°
A )= 2 A X)
= (62 -0,&")A,(x' - ¢) (1.27)
= (51 -0,6" (A, —£70,A,)
=A,(X)-5"0,A, -0,5°A,

dan
A, =AX)-AX)=-E0,A, -A0, "
Tampak bahwa oA, bergantung pada A, dan &,

Sedangkan untuk perubahan kecil vektor kontravarian dilihat hubungan

ru
- 6, +0,8" (1.28)
ox"
Karena itu,
ru
A () = 2 ar ()
ox”
= (55‘ +0,8, )(A“(X') —f“aaA“) (1.29)
= A“(X")+ A“(x)o, " —&“0 , A"
sehingga
oA = A"0 " - &7, A" (1.30)

Menggunakan prosedur yang sama, variasi tensor rank kedua kovarian dan

antikovarian juga dapat diperoleh sebagai berikut

. oo OXT oox'
A,uu(x ) = aX,/j 6X—L)Aaﬂ(x)
= (60 -0,87 N0 0,8 A u(x - &) (1.31)

= (53 —5y5“)(5f _augﬂXAaﬂ _§papAaﬂ)
= Ayu(X') - gpapAyu - augﬂAyﬁ - ayé:aAau



41

maka
A, (X)=A (X)—A, (X
u u 7 (1.32)
=—£70 A, — A0, —A,0,E°
serupa
ox'* ox”
AP (X' = A “P(x
(x’) o (X)
= (54 —0,&" oy +0,E° AP —£70 A ) (1.33)
= A" (X) = &R0 A" +0,EV A —0 £ AT
maka
OAMY (X) = A7 (X) — A*Y (X
(X) (X) (X) (1.34)

=—EP0 A — AP 5 — AP 9l
Di dalam sistem koordinat kurva linear dA* tidak bertransformasi sebagai
vektor sedangkan 6 , A" tidak bertransformasi sebagai tensor . Dari

persamaan (1.3.a) menunjukan

u
A= X p (1.35)
ox'’
maka
u u
da* = X dar () + A (x)d| &
ox'"’ ox'’
2 (1.36)
u u
= X g+ A 0 =22 |axee
aXVl) axfaaxfl)

Jelas, dA” akan bertransformasi sebagai vektor jika suku kedua ruas
kanan persamaan (1.36) sama dengan nol

aZXy
ox"“ox"”

=0 (1.37)

artinya x* = f“(x’) fungsi linear dari x'“.
untuk mendapatkan elemen vektor yang bertransformasi seperti vektor,
didefinisika suatu generalisasi

DA* = dA* — 5A* (1.38)
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Secara umum oA* bergantung pada elemen perpindahan dx* dan vektor
A’ | karena itu, didefinisika kuantitas penghubung T

B
SA# = 5A”(dx“,A J
(1.39)

_ @ dy B
=-T'}, A%dx
I}, disebut simbol christoffel . 6A” bukan vektor, tetapin DA*

didefinisikan sebagai vektor dan dipenuhi jika symbol christoffel dapat
diuraikan sebagai berikut

OX'“ OXP OXY ox'*  9%x*

L > = o o a7 "o oxeox, (1.40)

atau

s :GX': {Gx" X i, o*x* } (1.41)
Pt X ox't T ax'oxy

dan

ox* o’x*  ox” ox¥ _,

'« — = T 1.42
ox# 7 oxeoxy,  ox'* ox'M (142)

Dari sifat dA* dan dx* didapatkan
DA* =dA” -T, " A’ dx*

H 2y u
[ a4 XL pregyes (1.43)
ox'” ox'*ox'?

B a
o, 2 gare | 2 gy
ox'’ ox'

Menggunakan persamaan , persamaan menjadi
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ox* o x*

DA* == _dA"Y + —= A"“dx'?
ox'Y ox"“ox'”
u 2 1
vaavdx| Kop o OX
ox'” ox'*ox'’
H u“

= SX,U dAru + sxlp prdArudxrl (144)
X X
aX# rov g 1p

- foa™ +r 2 AP A7 |
ox* '

= DAY
X (ow)

yakni bertransformasi sebagai vektor.
Dari persamaan (1.38), (1.39) dan (1.42), dapat dituiskan
DA* = dA” — 5A*
= dA* + T/, A’ dx* (1.45)

"
_ {aA +T4 A }dx“

ox*
Selanjutnya didefenisikan turunan kovarian sebagai

DA*  oA*

= o 1.46
Dx* ox* Y (1.48)
Yang dapat ditulis dalam notasi
D,A* =0,A" —T\,A (1.47)
atau
Aﬂ;a == A‘u,a _F.fﬂAﬂ (148)

Catatan: tanda titik koma menunjukan turunan kovarian dan tanda koma
untuk turunan biasa.
Untuk menurunkan turunan kovarian bagi vektor kovarian ditinjau terlebih

dahulu invariansi skalar selama perpindahan, dimisalkan

AZ =g, A“A” = A“A, (1.49)
maka
S(A“A, )= A“SA, + A“SA, =0 (1.50)

atau
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A“SA, = —A, A

_ Ay B
= AT}, A%dx
_ a B
= A, Iy, Adx
sehingga
_ a B
oA, =AT, A dx

Untuk vektor kovarian, DAH

DA, =dA, —5A,

_ a B

=dA, -Tg A, dx
sehingga
DA OA

Ho_ H 1T

Dx’  ox” Lo
atau
D,A, =0,A, T, A,
dan

A/z;ﬁ = Aﬂ,ﬂ _FZ# A,

Geodesik
Metrik suatu ruang diberikan oleh

ds® =g, dx“dx"

Dengan g, fungsi dari x“.kurva I"di dalam ruang waktu yang

dipresentasikan oleh

Cox*=x"(A) 4, <A< A,

sehingga
U v
ds? =g X329 gy
#da di
=g, X“x’d2?

44

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)



Misalkan F = /g, x“%" maka
2

S= J'Fd/l

Prinsip variasi memberikan

&:O:Tél:dﬂ

- j{—a G §x”}d/1
ox*
Ay U
| F o X0 F s lda
2 OX dA ox*
oF 5x”}d/1
ox*

—.—(5x”)+

Dan dipenuhi oleh

oF d oF
ox*  da ox”

Yang tidak lain adalah persamaan Euler-Lagrange.

Uraian lebih lanjut memberikan

oF X% 09,

X 2ok o

dan

oF Q. ox* Y %

ox* 2 /gapx NG ox* ox*
g#ﬁxﬂ

45

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)
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Subtitusi kembali ke persamaan (1.63) didapatkan

X’ x“%” 0
i g,uﬂ . X"X gaﬁ -0 (166)
dA| ds/dA | 2ds/dA ox*

Uraian suku pertama persamaan (1.66) memberikan

d (9.5 ¥ ., 9,8 99,% ds (1.67)
di| ds/dA | ds/dA @2 ox“  ds/dA  (ds/dA)’ dA® '
0 P x% 0 a9, X" g2
e But g P 9ap _ X d ° (1.68)
ox“ “ 2 ox” ds/dA dA
Tetapi suku pertama masih dapat dijabarkan lebih lanjut sebagai
0 0 0
gxe B LN gpye Bus  ypge Bue (1.69)
ox* 2 ox“ ox”

sehingga persamaan (1.69)

09,5 09,. 084 ), 5. oy 09,5 d?s
e ZP igPye pog K= —H T 2 1.70
(ax“ oxP o ox* s ds/dA dA? (L.70)

Persamaan (1.70) dikalikan dengan dangan g dan gunakan simbol
Christoffel, diperoleh
., d%s/d2?

Y x“x” +%X° =X 1.71
o ds/dA (L7

Jika parameter A adalah panjang busur s dari kurva, yaitu

ds

=9, XX =1 1.72

TR (1.72)

Sehingga d?s/dA* = 0, maka diperoleh bentuk akhir persamaan Euler-
Langrange
CAXO X2 + %4 =0 (1.73)
2. Persamaan medan
2.1 Kurvatur
Ruang dua dimensi yang paling sederhana adalah bidang datar atau bidang

saja, yang mana geometri Euclidean berlaku. Pada bidang datar, geodesik

adalah garis lurus.



47

2.2 Tensor kurvatur
Pepindahan parallel dari vektor di dalam ruang non-Euchlidian secara
umum bergantung lintasan. Bila suatu vektor digeser sepanjang lintasan
tertutup, vektor akhir secara umum tidak berimpit dengan vektor awal.
Dengan kata lain perubahan vektor setelaj melintas ruang-waktu dan

kembali kettempat semula secara umum tidak nol.

Tensor Riemann menentukan variasi dari vektor A selam perpindahan

parallel sepanjang kontur y tertutup kecil.

Dari ungkapan dari variasi vektor koarian, diperoleh

={oA, = ifl“;;ﬁA dx” 2.1

Menggunakan teorema Stokes 4-dimensional

fv,dx = {df“a,v,
/4 /4

(2.2)
1 0
- Ejolf “(@\V,-aV,)
F
Dengan permukaan-hiper antisimetri
df #¥ = —df (2.3)
maka
:_de aﬁ ( ZHAU) 0 ( :HAU)}
(2.4)
:_jdf “*{o,T0 A +T58,A -8, A ~T"a,A }
Kemudian menggunakan persamaan (1.53) dan (1.54)
oA, .
DA, = e Ll dx (2.5)

terkait dengan perpindahan parallel sepanjang geodesik, yakni DA, =0,
maka

0,A, =T.A (2.6)

au” B



48

Dengan demikian persamaan (2.4) menjadi

AA=[df o, T A, +T5, 00 A, —0,T5,A ~T5 T/ A |
F

a™ pu pu—av’p BT au au~ o’ p
, (2.7)
= de {aarﬁﬂ - aﬂra/t + rﬂur:p - raﬂrﬂpp }Au
F
Untuk daerah kecil (infinitesimal) .[df “» 5 Af ¥ maka
s=tlre —ar crore o Ia At
_E at g TOplau g ap =Ll g P
1 (2.8)
_1pe ap
=5 RaﬂﬂAUAf
Dengan
Rop =0,1 4 —0,0,, +1, 17 T, (2.9)

Yang disebut tensor kurvatur Riemann. Dengan cara serupa, untuk vektor
kontravarian

AA=—%R” AV Af (2.10)

afu
Metode alternatif untuk mendapatkan tensor kurvatur Riemann adalah
sebagai berikut. Misalkan A adalah vektor, maka turunan kovariannya

A, adalah tensor. Permainannya adalah menuliskan turunan kovarian dari

medan A, ini, A dan kemudian melakukan turunan dalam urutan

Ho,a
terbalik A, .,. Di dalam menyelisihkan kedua turunan kovarian dari
tensor ini turunan parsial dari A, lenyap, dan menyisakan suku yang
sebanding dengan A,. Bagian yang mengalikan dengan A, yang

merupakan fungsi dari tensor metrik dan turunan pertama serta keduanya
adalah tensor kurvatur yang dicari.
Ditinjau kembali turunan kovarian bagi vektor kontravarian dan tensor

campuran

Ay =8,A +TH A (2.11)

Aup =0, A" —T% Ay +T4 A%,
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Kedua bentuk tersebut memberikan turunan kovarian lebih lanjut sebagai
berikut
(A1), =0, (A )1z, (Ac)+ T (A2)

—0,(0, A" +T* A”)-T, (0, A" +T A?) (2.12)

+T4 (0, AY +T2 A”)

Dan
(A5), =.(0,A" +1j,A° )= (0, A" + T A7) 013
+14(0,A" +TY A”)
Selisih keduanya diberikan oleh
Aup = Apa =R A’
— (0,0, -0,0,)A" +0,(r" A)-a, (% A”)

—(ry, -T2, Jo, A% + T4 A% )+ (Th 0, A" ~T% 0 ,A”)

+(rsre A2 —TATY A7) (2.14)
—(o,r% )A" —(0,T4 JA” +TATY A? ~TATY AP
—(0,T% —0,T% +TATs —THT, A

Dengan cara serupa, didapatkan

A —Asa = R;’ﬁﬂAJ (2.15)
Dari tensor kurvatur tersebut dapat diperoleh tensor kovarian rank keempat
R ves =95 R;’m (2.16)
Tensor kurvatur ini mempunyai sifat antisimetri

R/-‘V“ﬂ = R,uu[aﬂ] (2 17)
Rﬂvaﬁ = R[aﬂ]/w

Dari sifat simetri

Ryvaﬂ = Raﬂyv (218)
Serta siklik

R;‘ﬂu + R;;W + R;‘aﬁ =0 (2.19)

Selain itu, tensor kurvatur juga memenuhi identitas Bianchi

R%; +R%; +R%; =0 (2.20)

puo? vp tp v
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Selanjutnya, dari tensor Riemann didefenisikan tensor rank-dua ricci, R,
R,uu = Rooz[,uu

=0,y -0, +Thry —Thye,

a” uv U av uo-apf av

(2.21)

Dan skalar kurvatur

R=g"“R,,=R" (2.22)



